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V. Planimetrie §1.Zéakladni pojmy

V. Planimetrie

§1. Zakladni pojmy
. = - tow) : . L
Pozn.: a) V kapitole o planimetrii budeme pracovat v roving E,, coZ je zakladni mnoZina, jejiz
prvky jsou body — nmélme wibyfm AiFacln (i
E, ... euklidovsky prostor dimenze 2

b) PodmnoZiny v E,-piimky, oznadujeme malymi pismeny.
Mnozinu viech pfimek v roviné oznafujeme @ (psacim P).

¢) Vztahy zapisujeme takto:
A€ p...bod 4 leZi na pfimce p; piimka p obsahuje bod A4.
€ ...,leZet na“- relace incidence
p S Expe®)..primka p lezi v roving Ej.

Pozn.: Bod, pfimka a rovina jsou tzv. primitivnimi pojmy (zékladni), které nedefinujeme a
vyslovujeme o nich nedokazatelna tvrzeni (axiomy), které povazujeme za platné. Z nich
budujeme soustavu planimetrickych pojmi a vét.

Axiomy incidence pro primku
(axiomy relace ,, € “ pro p¥imku)

A;: Kazdymi dvéma rliznymi body prochézi prave jedna pfimka:
VA,Be E2,A#B:3lpe®: Aep ABep

A,: Na kaZzdé pfimce leZi alespoii 2 riizné body:
Vpe®:3 A, BekEr: A#B A dep ABep

As: Existuji alespoii 3 body, které neleZ{ na jedné piimce:
aA,B,CeEz(A¢B¢C): Vpe®: A¢ pvBepvCep

Axiom rovnobéznosti
(Euklidiiv axiom, paty Euklidiv postulit o rovnob&zkach)

A4: KaZdym bodem, ktery neleZi na dané ptimce, prochazi pravé jedna piimka, kterd s danou
piimkou nema Zadny spole¢ny bod:

VA€E:, VYpe®: A¢p = lgeP:ideq npng=0



V. Planimetrie §1.Zédkladnf pojmy

V.1.1.: Existuji alespori tfi pfimky, které nemaji spole¢ny bod

[Dk.: Dle Az 34, B,C € E,, které neleZi na jedné piimce, tj: 4 #B, B #C, C #4

Dle A1 pr=4B,p2=BC,ps=AC,Pr1#D2, Py # Py P; # Py
=plnp2np3 =0 ]

V12V pgePp=q=>pngt D

[Dk.: Plyne z A, |

Pozn.: Pro klasifikaci vzajemné polohy dvou pfimek v E; mé vyznam obména véty 1.2.:
Vpqe®: png=D =p#q

V.1.3.: V p,ge®: pngq jealespoii dvouprvkovémnoiin_a-_vp=q
[Dk.: prg={4,B}, A#B= Ac pABe padecqaBeq S p = q ]

Pozn.: Véty 1.3. vyhodné uzivame k dikazu totoznosti dvou pfimek, nebot’ staéi dokézat, Ze
maji spoleéné dva body.

Pozn.: Tfidéni vzajemné polohy dvou ptimek p,g = E; provadime podle tohoto schématu:

/p’q\
pP#q
pNg = png #& png = png =<
nelze splyvajici riuzné riznob&zky

rovnob&Zky rovnobézky

Def.: Necht p,q € ®. Jestlize plati:
a) p = q, pak piimky p, g se nazyvaji splyvajici rovnob&Zky

b) p£qArpng = &, pak piimky p, ¢ se nazyvaji riizné rovnobszky

c) p;éq/\pnqat@,pakpﬁnﬂ(yp,qsenazjvajirﬁznobém“ .



V. Planimetrie §1.Zakladni pojmy
V.1.4.: Necht’ p,q € ®jsou riznobézky, pak p ng={P}, bod P nazveme priisedikem
(prinikem) riznobézek p, g.

[Dk.: sporem: podle definice riiznob. piimek plati, Ze png= &.Je-li png
alesponi dvouprvkova mnoZina = p=g¢g = p||g—spor. |

Pozn.: a) Jsou-li pfimky p, g rovnobé&Zné, zapisujeme p || ¢, jsou-li riznob&zné, zapisujeme
pNg.

b) Pro dvé ptimky p,q < E;platf, Ze p neni rovnob&7né s ¢ znamena4 totéZ jako p je
riznob&Zné s g, v E3to viak neplati.

¢) Pomoci pojmu rovnobéZnost 1ze vyjadfit axiom Ay i pro body na pfimce.
Plati: A4‘: Kazdym bodem lze ke kaZdé ptimce vést pravé jednu rovnobézku.
Pro VAe E;, Vpe® 3lgqe®;q|lp rndeg

V.1.5.: Tranzitivnost rovnob&Znosti: Vp,g,r e ®:pllgaqllr = p|l r

Disledek V.1.5.: Protina-li pfimka jednu z rovnobéZek, pak protina i druhou.
Vp,q,r €®pllgap N r=> g} r (jdeoobménu véty 1.5.)

Def.: Necht' 4,B,Ce E;jsou tfi body. JestliZe viechny tfi leZi na jedné ptimce, fekneme, Ze jsou
kolinearni. V opaéném ptipad® jsou nekolinearni.



V. Planimetrie §2. Uspofadani na piimce

§2. Uspoiaddni na primce

Pozn.: Jako dal3{ primitivni pojem zavedeme vztah ,leZet mezi“- relace uspofédani.

'A 'C B p

..Bod C lezi mezi body 4, B*; zapisujeme C u AB.
Relaci uspotadani znatime p [mi].

Vlastnosti relace 4 vyjadiuji nasledujici axiomy:
LA C oalenl i ﬂw:% AR ol e C fu_ AB

Axiomy uspofaddni pro primku
(axiomy relace ,,u“ pro pfimku)

As: VA, B,C e Ey: CAB = A, B,C jsou tfi riizné kolinedrni body a takeé plati C B4

Ag: VA, Be E;,A#B:3 Ce Ex:Bu AC

A7 VA,Be Ez,A# B:3 De Ex:Dp AB

Ag: Ze tH riznych kolinedrnich bodt pravé jeden lezi mezi dvéma ostatnimi.
VA,B,Cepc Es, A#B,B#C,A#C: A BC A BuHAC = C uAdB

Ag: VA, B.C,De E3, BuACA CyuBD= BuAD

Ao: VA, B,C,D e Ey, BuADA CuBD=> CuAD

Def.:

a) Necht pe®dep,Be p,A#B.

Mnozinu Py(A)={ X € Ez; X =BvXuABv B i AX} nazyvame otevienou
R L

poloptimkou 4B s pofatkem A. Lo AB (ooAL)

Mnozinu Pa(4)={ X € E; A u BX} nazyvéme otevienou polopfimkou opadnou

k polopiimce AB s potatkem A.

b) Mno¥inu P(4) U {4} nazveme AB (uzavienou) poloptimkou s podatkem 4. syt i (vord
MnoZinu P5(4) W {4} nazveme (uzavienou) poloptimkou opa¢nou k polopfimce ABs
pocatkem 4.

Pozn.:

a) Sjednocenim dvou opatnych polopiimek je pfimka, priinikem spoleény pocatek.

b) Misto pojmu ,,oteviena poloptimka“ uzivame pojem ,,vnitiek polopiimky*.



V. Planimetrie

§2. Usporadan{ na p¥imce

Def.: Necht body 4,Be E3, A# B.Prinik polopfimek E a E nazveme useckou 4B.

Body A4,B se nazyvaji krajni body Gsecky 4B, bod X u AB se nazyva vnitini bod tisecky
AB.

V.2.1.:Bod X je vnitfnim bodem usecky AB < X u 4B.

Pr.:

JestliZe pét riznych bodi lezi mimo pfimku p, kolik tsecek, spojujicich dvé z nich, protne

piimku p?
P 2) % 3)6 fﬂ

Reseni: 1) 0 o
Je dano » riznych piimek, Zadné dvé nejsou rovnob&éZné, Zadné tfi neprochézi jednim
bodem. Urgete poéet prasedikd. ReSenf: 222

=]

el
L]

-}



V. Planimetrie §3.Polorovina

§3. Polorovina

Pozn.: Jako dal3i pojem (ne primitivni) zavedeme relaci ,,pfimka oddéluje dva body“. Budeme
pouzivat znak v [ny].

Def.: Necht ae®,A¢a,B¢a, A+ B. Rekneme, 7e piimka a oddéluje body 4.B (zapisujeme
av AB), jestlize 3X € Ey: Xea AX pAB.
V opaéném piipadé fekneme, Ze pfimka g neoddéluje body A,B a zapisujeme av AB.

Axiomy pro revinu
(axiomy relace,,v “ pro rovinu)

An: VA, B,C eE;,Yae®a v AB A av AC=a v BC

Ayz: Necht ae @je pfimka v E,. Pak viechny body Xe E;\ a lze rozdélit do dvou podmnoZin
Pi(a), Py(a) takto:
1) Pfimka a oddéluje kazdé dva body z riznych podmnoZzin.
VX € Pi(a), VY € Pya): av XY

2) Pfimka a neoddéluje zadné dva body z jedné podmnoZiny.
VX.Y € Pfa), ie{l,2}:av XY

Def.: Mnozinu Pj(a) z Ay nazyvame otevienou polorovinou s hranici a(s hraniéni pfimkou a),
mnoZinu P(a) nazyvame otevienou polorovinou s hranici a opacnou k P(a).
Mnozinu Pi(a) U a nazveme (uzavienou) polorovinou s hranici a. Mnozinu P(a) v a
nazveme (uzavienou) polorovinou s hranici @ opacnou k Pa(a).

Pozn.:
a) Sjednocenim dvou opacnych polorovin je rovina. Prinikem dvou opa¢nych

polorovin je hrani¢ni pfimka.
b) Misto pojmu ,,oteviend polorovina®™ uzivime ,,vnitfek poloroviny*. 26)
¢) Je-li ae @ hraniéni piimka, A€ Ej, 4 ¢ a-ajedibed-A vnitini bod poloroviny, pak

polorovinu Pi(a) U a, které nalezi A, znatime aA (nékdy ad)
d) Jsou-li 4,B,Ce E>rizné nekolinedrni body, pak polorovinu s hranici AB , které

. péle bod C, znadime ABC.

V.3.1.: Necht’ Zﬁje polopfimka, ae @, Aea, Bea, pakplati:fﬁleii v polorovingé ZE
(4B  aB).
— — — o e doel
[Dk.: Necht a Y\ 4B =>a AB ={4}. Necht ¥X € E; X c AB,X + A%
S XuABv BuAX v X=B= a7 AX = XcaB=
:»Ec;;ﬁ]



V. Planimetrie §3.Polorovina

Dusledek véty 3.1.: Necht AB je use¢ka, ae B 4ea,B ¢ a,pak : ABc ZE

V.3.2.: Necht g € @, F,(a) je oteviena polorovina. Pak plati:
1. VX,Ye By, X2Y; X, YeB(a)=> XY na=D
2. VX,)Ye Eo\a, X eR(a)aYe¢PR(a)=> XY na+

All

[Dk.:1.Necht Ze P(a)lib.=a v ZX na v ZY =>a Vv XY = na usetce XY
neleZi Zadny bod piimky a = XY na=0
2.o8lobng]

Def.: Necht’ 4,B,Ve E; jsou tfi rizné nekoline4arni body.
Primik polorovin Vjé;lm V:ITB nazveme konvexnim thlem (zapisujeme «<BVA), Vjeho

vrcholem, polopiimky ?/EI?E jeho rameny.
Nekonvexnim thlem ¥BVA nazveme sjednoceni polorovin opaénych k polorovinam

VBA, VAB . "

Pozn.:
a) JestliZe polopfimky 172, VB splynou, pak uhel VBAN @ nazveme nulovym thlem.
b) Jestlize VA,VB jsou-opaéné polopfimky, pak libovolnou z polorovin uréenou
piimkou AB nazveme pfimym thlem.

Pozn.:
a) Konvexni bodovou mnoZinou rozumime kazdou bodovou mnoZinu, kterd s kazdymi

svymi body 4,B obsahuje i celou tsetku 4B.

b) Nekonvexni bodovou mnoZinou nazyvime takovou bodovou mnozinu, v niZ existuje
dvojice bodi 4,B takova, Ze usecka AB nelezi v této mnoZing.

¢) Nulovy a pfimy tihel povaZzujeme za konvexni.

Def.: Necht’ 4,B,Ce E;jsou tfi rizné nekolinedrni body.

Trojahelnikem ABC (znatime a ABC) nazyvame prinik polorovin A?Cr\ BCANCAB.
Body 4,B,C nazyvame vrcholy trojuhelnika, Gsecky 4B, BC, C4 jeho strany, sjednoceni
usetek 4B BC w CAjeho obvodem.

Pozn.:
a) Obdobné Ize definovat 4-n-Ghelnik. V t&chto pfipadech viak rozlifujeme n-uhelniky
konvexni (vypuklé) a nekonvexni (duté).

b) Trojahelnik je vZdy konvexni.



V. Planimetrie §3.Polorovina

V.3.3.: Necht 4,B,Ce E;jsou 3 rizné nekolinearni body, ae @ piimka, na niZ Zadny z bodi
A,B,C nele#i. Necht’ pfimka a protina stranu 4B trojahelnika 4 ABC v jejim vnitfnim
bodé X. Pak protina pravé jednu ze zbyvajicich stran BC, CA ve vnitfnim bod¢ Y.

[Dk.: P¥imka a rozdéluje E; na dv& poloroviny, body 4, B lezi v opatnych polorovinich
s hranici a, bod C leZi v jedné z téchto polorovin.

a) Necht Cead = avBC AavAC = BCna#D A ACna =@ = BCna
b) Necht CeaB = avAC Aa Vv BC = ACna#3D A BCna =0 = ACna

T
V obou pfipadech protina pfimka a pravé jednu ze stré;‘ﬁﬂ/AABC ]

Pozn.: V.3.3. Ize nékdy povaZovat za axiom (tzv. Paschilv axiom), jimZ 1ze nahradit skupinu
axiomil A7, Ag, Ago, A1, Ay - ‘

Pt.: V narysovanych &ardch je moZno najit:
a) 11 &tytuhelnikd

D H G C s
b) 8 Sestithelnikd
¢) 8 osmithelniki
L ‘K d) 1 dvanactithelnik
1 | Vypiste viechny tyto mnohouhelniky.
A B
E F



V. Planimetrie §4 Méfeni tsedek a vhld

8§4. Méreni GiseCek a vhlu

Def.: Necht A,Be E,. Pfitad'me uspofadané dvojici bodu [4,B] realné &islo oznadené IABI , pro

néZ plati:
1. |AB| 20, ptiem? |4B|=0<> 4 = B
2. |4B| =|B4|

3. C u AB = |4B|=|CB|+|AC|
4. Necht’ 4B je polopiimka, m € R, m > 0. Pak existuje pravé jeden bod C e AB tak, e IAC| = m.
Pak reélné &islo|4B| nazveme délkou usetky AB.

Pozn.:
a) Zanulovou usecku povaZujeme takovou Gsecku, jejiZz oba krajni body splynou

(nemd Z4dny vnitfni bod). Podle 1. plati: |44] =0.

b) Je-li AB nenulova tiseCka, C u AB libovolny bod, pak tise¢ku 4B nazyvame souétem
useek AC a CB. Podle 3. plati |AB| = |CB[ - ]AC| .

V.4.1.: Necht’ ZE’ je poloptimka, Ce ZE? , C# 4 jeji vnitini bod takovy, Ze |AC| < |AB|. Pak
CuAdB.
[Dk.: Plati: A= B,C# A,C# B = A,B,C jsou tfi rizné kolinearni body. Podle
Asstagi'_iigka'zat, 7¢ A BC aniB 1 AC .
a) A€, protoze body B,C jsou vnitinimi body téZe polopiimky s pocatkem 4.
b) B u AC dokazeme sporem: Necht’
BuAdC = [AC| = lAB]+ IBCI => protoZe |BC| >0, plati |AC| > ]AB|—spor]

Def.: Rekneme, Ze konvexni tthly <AVB, <BVC jsou ve sty¢né poloze (styéné uhly), lezi-li
v jedné roving a jejich priinikem je polopfimka VB.
Jejich sjednoceni nazyvame souctem uhld «4VB, <BVC.
Pozn.: Souctem dvou konvexnich hli nemusi byt vzdy konvexni thel.
Def.: Necht €AVC je konvexni tihel nenulovy ani pfimy.
Rekneme, Ze polopfimka VB prochézi mezi rameny tthlu <AVC , jestliZe existuje usetka
A'C’ tak, %o A€ VA, C e VC aplati, 7e 4'C' A\VB 3.

(Je-li thel «AVC piimy, pak fekneme, Ze kazd4 poloptimka EE prochézi mezi rameny
LAVC )
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Pozn.: Kazdému konvexnimu thlu <A VC pfifadme velikost thlu (ozname |{A Vc |) ve

stupnich takto:
1. nulovy uhel mé velikost 0°, piimy thel 180°
2. kazdy jiny konvexni tihel ma velikost #°, kde 0°< #°<180°, u € R

3. jestlize VB prochazi mezi rameny konvexniho dhlu<«4VC , pak
|« AVC|=|«aVB|+|«BVC|
4. Necht V4 je poloptimka, u e R, u (O°,180°) . Pak existuje polopiimka ;E tak,
Ye [«AVB|=u°.
Pozn.: Velikost thlu se kromé stupiiil také udava v radidnech (také v gradech). Radidn (rad) je

jednotka miry obloukové, je to stfedovy thel pfislusny v jednotkoveé kruZnici
kruhovému oblouku délky 1.
o

Z definice plyne: 360°=2 7 (rad), tedy 180°= 7z, 90°= % 4=~

Pozn.: Za dalsi primitivni pojem zvolme shodnost (symbol = ). Necht’ pro ngj plati:
1. AB=CD < |4B|=|CD|

2. «ABC = «DEF < |«ABC|=|«DEF]|
3. s4,BC, 2a4,B,C, & |AB|=|4,B,|r|4C|=|4,C,|A|BC|=|B,C,| A
A[«C 4 B |=|«<C 4 B,| A|44BC,| = |€4,B,C, | A[€B,C 4| = |<B,C, 4,.

Axiom shodnosti:

Ajys:  Véta sus o shodnosti trojtihelnik:
Necht pro a4 B,C,,a4,B,C, plati:
|4,B,|=|4,B,| A|AC,| = |4,C,| A |5C 4B | = |«C,4,B,|.
Pak plati: a4, B,.C, =44,B,C,.

Pozn.: V dal$im budeme uhly i jejich velikosti oznaCovat malymi feckymi pismeny.

Def.: Kazdy uhel o velikosti 90° se nazyva pravy.

Def: Necht p,q € ®jsou dvé riznobézky. Rekneme, Ze pfimky p,qjsou na sebe kolmé
(zapisujeme p L q), jestlize vSechny &tyfi Ghly, které spolu sviraji, jsou shodné (a tedy
praveé).

V.4.2.: Necht' p e @ je pfimka, Pe p bod. Pak existuje pravé jedna pfimka ¢ takova, Ze
plgaPegq.

s T
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k.} 1. existence: plyne z definice velikosti Ghlu.
2. jednoznalnost: sporem — Necht 3 ¢,,9, e ®:q, L p,g, 1 p,

Peq,,Peq,,q, #q, = |[<XPQ|#|«<XPQ,|= jestlize
|<XPQ,| = 90°, pak |«<XPQ,|# 90°—spor ]

V.4.3.: Nechf p € @ je pfimka, P¢ p bod. Pak existuje pravé jedna piimka g takova, Ze
plgaPeg.

@ 1. existence: Necht' Xe p.

a) Je-li PX | p, pak existuje.

b) Je-li PX £ p, pak preneseme thel <PXA4 do opatné poloroviny
s hranici p a vrcholem X. Sestrojme bod Qe ?Z tak, aby
|XP| =|XQI. Ae PO p.
4 XAP =a XAQ(sus) ‘XA-spoletna strana, |<AXP| = |«AXQ)| podle
konstrukce, lXP| = |XQ| podle konstrukce.
Tedy |<l:XI4P| = |<IX}4Q| => protoZe |4:PAQ| je pfimy,
|<XAP|=90°= PA L p

2. jednoznac¢nost: sporem:
Nechtdg,,q,€e®:q, Lp.q, Lp, Peq,Pegq,.q #¢,.

Oznatme Q, e g, N p,0, € g, " p=> 3 aPO,Q, , v némz existuji dva
pravé thly-spor s tim, Ze soucet vnitinich uhld v trojihelniku je

180°.]
Def
a) Stfedem tsetky 4B nazveme bod S, pro n&Z plati: S € AB A|4S|=|BS|. Oznatme
S=A4-8.
b) Osou Gseky AB nazveme piimku o, pro niZ plati: o prochazi stiedem usecky AB
Aol AB.

¢) Osoutihlu <A VC nazveme polopiimku VB , pro niZ plati: ﬁprochézi mezi rameny
<AVC A |«AVB|=|«BVC|

Pozn.: Klasifikace tihli podle velikosti:
- nulovy: a =0°
- ostry: 0°<a <90°
- pravy: a =90°
- tupy: 90° < <180°
- pimy: a =180°
- konvexni (vypukly): 0° <« <180°
- nekonvexni (duty): 180° < & <360°
- plny: a =360°
- kosy: ostry nebo tupy

el



V. Planimetrie §4.Mé¥eni usecek a uhli

Vzdalenost, odchylka:

Def.: Necht PeE; je bod, p € @ pfimka. Bod P, nazyvame kolmym priimétem bodu P na
ptimku p (patou kolmice vedené z bodu P na pfimku p), jestliZe plati:
1. Pep=>F =P
2. Pgp=>P=png,kdegl pnrPey.

Def.:
a) Necht A4, B e E;jsou dva body. Vzdélenosti dvou bodt 4, B nazyvame délku

tsedky |4B].

b) Necht PeE; je bod, p € ® pfimka. Vzdalenosti bodu P od pfimky p nazyvame
realné &islo, oznatené p (P,p), definované takto: p (P,p) =|PR,|, kde P, je kolmy
prumét bodu P na pfimku p.

Pozn.: a) Pe p=>P,=P= p(P,p)=|PR|=0
b) YPe E; ,Npe®:p(P,p)=0,pfiCemZ p(P,p)=0& F,=P(<> Pep).
¢) p(P,p)=min(p(P,X)), kde Xe p je libovolny bod.

Def.: Necht' a,b € @ jsou dvé rovnobéZné piimky. Vzdalenosti dvou rovnobé&Znych pfimek
a,bnazyvame redlné &islo, oznacené p(a,b) , definované takto: p(a,b)=p(4,b), kde

A€ a je libovolny bod.

Pozn.:
a) Nekdy definujeme i vzdalenost riiznob&Zek a klademe ji rovnu nule.

b) Va,be®:p(a,b)=0,piicemZ p(a,b)=0<=a=>,je-li a|b.
c}) Necht al||b.Pro V4,4, € a plati: p(A4.,b)= p(4,,b).
Def.: Necht' a,be @ jsou dvé pfimky. Odchylkou dvou pfimek a,b nazyvame redlné &islo ¢,

0°< @ £90°, kde ¢ je velikost tihlu, ktery spolu pHmky a,b sviraji (u riznobézek).
U rovnobézek klademe ¢=0°.

Pozn.:
a) Odchylka dvou piimek je tedy velikost nulového, ostrého nebo pravého thlu.

b) Uhel, jehoZ velikost je odchylkou dvou piimek, miiZe mit libovolng zvoleny vr¢hol

V' a ramena m4 na piimkach, které prochazeji bodem ¥ a jsou rovnob&Zné s danymi
-

= 2=



